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Resumo: Na atualidade o uso de Histéria da Matemadtica e das Tecnologias Digitais, tem sido tema de interesse na
comunidade internacional, bem como, no dmbito nacional. Neste trabalho temos por objetivo descrever as possibilidades
de utilizar o software GeoGebra para um novo ponto de vista da demonstracao do Teorema de Viviani, a ideia principal é
promover uma educagio ativa para estudantes do ensino médio. Para isto, nos fundamentamos numa pesquisa qualitativa,
de abordagem bibliografica tendo como fonte primaria tratados antigos de matematica. Foram discutidas as formas de uso
do GeoGebra no ensino da matematica. Para finalizar as consideragdes finais ao respeito da proposta para dinamizar a
representa¢do e exploracio de um teorema que contribui ao desenvolvimento da matematica, em especifico para mobilizar
conteddos da geometria escolar.

Palavras-chave: Ensino de Geometria. Tecnologias Digitais. Demonstracio. Atividades.

Abstract: Currently, the use of History of Mathematics and Digital Technologies has been a topic of interest in the
international community, as well as at the national level. In this work we aim to describe the possibilities of using the
GeoGebra software for a new point of view of the demonstration of Viviani's Theorem, the main idea is to promote an
active education for high school students. For this, we base ourselves on a qualitative research, with a bibliographical
approach, having as primary source ancient mathematical treatises. The ways of using GeoGebra in mathematics teaching
were discussed. Finally, the final considerations regarding the proposal to streamline the representation and exploration of
a theorem that contributes to the development of mathematics, specifically to mobilize contents of school geometry.

Keywords: Teaching Geometry. Digital Technologies. Demonstration. Activities.

Resumen:

Actualmente, el uso de la Historia de las Matematicas y las Tecnologias Digitales ha sido un tema de interés en la
comunidad internacional, as{ como a nivel nacional. En este trabajo pretendemos describir las posibilidades de utilizar el
software GeoGebra para un nuevo punto de vista de la demostracion del Teorema de Viviani, la idea principal es
promover una educacién activa para los estudiantes de secundaria. Para ello, nos basamos en una investigacion cualitativa,
con enfoque bibliografico, teniendo como fuente primaria los tratados matematicos antiguos. Se discutieron las formas de
utilizar GeoGebra en la enseflanza de las matematicas. Finalmente, las consideraciones finales respecto a la propuesta de
agilizar la representacién y exploracion de un teorema que contribuya al desarrollo de las matematicas, especificamente
para movilizar contenidos de la geometria escolar.

Palabras-clave: Ensefianza de la Geometria. Tecnologias digitales. Demostracion. Actividades.
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1 CONSIDERACOES INICIAIS

O uso de Fontes Primarias, como tratados historicos do desenvolvimento da matematica, no ensino da
Matematica tem sido uma abordagem de interesse de pesquisa e didatica na comunidade internacional (Maanen,
1997; Isoda & Aoyama, 2000; Jankvist, 2014; Thomsen & Jankvist, 2019). Logo, tal interesse ultrapassou as
fronteiras, tendo uma ampla expansiao de trabalhos desenvolvidos no contexto brasileiro, especificamente no
uso de tratados matematicos dos séculos XVI e XVII ( Pontes ¢z al., 2021; Pereira, 2022; Junior e# al., 2022).

Neste sentido, o desenvolvimento de atividades baseadas em informagdes historicas, como tratados
antigos, em sala de aula permitem aos estudantes aprender matematica conectada com as necessidades de
“contextualiza¢ao, problematizagdo, interdisciplinaridade, transversalidade”, e ainda mais quando a atividade de
aprendizagem pode ser mediada com apoio das Tecnologias de Informac¢io e Comunicagao (TIC) (Mendes,
2015), ¢ dizer, as tecnologias tem o efeito catalisador nas agdes pedagdgicas da Histéria da Matematica na Sala
de Aula (Kantor & Té6th, 2016; Jankvist & Geraniou, 2019).

Dependendo do tipo de tecnologia digital e da forma de inserir a mesma na pratica pedagogica dos
professores, os estudantes podem enfrentar determinadas dificuldades (Carvalho, 2021). Neste trabalho,
consideramos que um tipo de tecnologias digital ideal para mediar as atividades baseadas em tratados antigos ou
de outras fontes, sao aqueles que podem auxiliar os alunos a traduzir e interpretar conceitos por meio de varias
representacoes (Isoda, 2002), entre estes, temos os: Graphing Software (Algebraic Expresser, Function Probe, Calenlus
Unlimited); Software de Geometria Dinamica (DGS) (Jankvist & Geraniou, 2021; Meadows & Caniglia, 2021),
como o Cabri (Baki & Guven, 2008), Geometer’s Sketchpad (Dennis & Confrey, 1997); GeoGebra (Zengin,
2018; Thomsen, 2021; Sousa, 2021); Planilhas (Excel, Lotus, etc.); Sistemas de algebra computacional (CAS)
(Hasek & Zahradnik, 2015).

Nas atividades com tratados tratado antigos mediadas por tecnologias digitais, temos por um lado,
aquelas que focalizam em instrumentos nos referidos tratados e abordam tanto a matematica na construgao
deste tipo de artefato (Pereira & Alves, 2019; Brito da Silva & Batista, 2022), bem como, aquela implicita no seu
manuseio (Alves, 2019). Por outro lado, atividades que pretendem permitir um olhar desde uma perspectiva
mais atual, por médio destas tecnologias, de problemas ou demonstragdes nesses tratados.

Desse novo olhar, temos o exemplo: quando combinam o sistema de algebra computacional wxMaxima e
do software de matematica dinamica GeoGebra para resolver um problema geométrico sobre conicas e lugar
geométrico de um livro didatico do século XVIII. Continuando esse raciocinio (Hasek & Zahradnik, 2015),
quando se descreve o uso GeoGebra para (re)explorar, uma validacao do teorema de Pitagoras, para dinamizar a
demonstracao planteada pelo Sécrates, registrada na obra intitulada The Pythagorean Proposition de autoria de Elisha
Scott Loomis, publicada no ano de 1968 (Sanchez & Castillo, 2022).

Pela perspectiva exposta, nosso objetivo é descrever as possibilidades de utilizar o software GeoGebra
para um novo ponto de vista da demonstracao do Teorema de Viviani, a ideia principal é promover uma
educacio ativa para estudantes do ensino médio. Para alcangar nosso objetivo, primeiramente, procuramos saber

o contexto sobre o teorema de Vincenzo Viviani (1659). Depois, compreender de que modos ¢ possivel usar o
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GeoGebra me salda de aula. Logo, descrever abordagem da validagao desse teorema com GeoGebra, para

fecharmos com nossas consideracoes finais.

2 VINCENZO VIVIANI E SEU TEOREMA

O matematico Vincenzo Viviani (1622-1703), nasceu em Florenca, 5 de abril de 1622. Segundo registros
histéricos foi constatado que Viviani (Figura 1) estudou com os jesuitas em Florenca e estudou matematica com
Clemente Settimi da Scuole Pie. O Settimi, que ficou impressionado com a inteligéncia e habilidade de Viviani, e
o apresentou a Galileu, e a descri¢do de Settimi de seu aluno levou a sua apresentagao ao Grio-Duque em 1638.
O Grao-Duque forneceu 50 escudos por ano ao jovem para fornecer-lhe conhecimentos matematicos, livros, e
mais tarde ele conseguiu que Viviani fosse companheiro e pupilo de Galileu, um arranjo que comegou no final

de 1639 e durou até a morte de Galileu. Os anos com Galileu substituiram a formac¢ao universitaria.

Figura 1 — Vincenzo Viviani (1622 -1703).

Fonte: MacTutor: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Viviani

Entre as contribui¢oes disciplinares de Viviani temos que, tentou restaurar o quinto livro dos Elementos
de Euclides e reconstruir o conteido do quinto livro perdido das Conicas de Apolonio e De locis solidis de
Aristeu. Viviani preparou uma versao italiana do trabalho de Arquimedes sobre a retificagao e a quadratura do
circulo, e publicou uma traducio italiana de todos os Elementos de Euclides (O'Connor & Robertson, 2009).

O principal interesse de Viviani era a matematica aplicada, por isso, a maioria dos seus estudos foram
dirigidos nesse campo de atuacao. Alguns fatos importantes a destacar, por exemplo, no ano de 1660, é que por
meio de um experimento no qual fez a correlagio entre o intervalo de tempo entre o disparo de uma bala de um
canhdo e o som emitido conseguiu melhorar o calculo da velocidade do som (O'Connor & Robertson, 2009). A
histéria constata que Viviani constitui-se um bom exemplo do grande valor que se atribuia ao trabalho dos
matematicos na sua época, isto, baseados que entre as tantas descobertas e contribui¢es intelectuais que nos
deixou. Uma destas tantas contribui¢bes foi a exploragcdo de uma curiosa propriedade intrinseca aos triangulos

equilateros
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Antes de chegar ao referido teorema, primeiro, precisamos conhecer a precisa do ponto de Fermat, o
qual ¢ o ponto dentro ou sobre o triangulo que minimiza a soma das distancias aos vértices (Alsina & Nelsen,
2010). Quando foi levantado o questionamento desse ponto P, que pode estar na regiao triangular ou nos lados
do tridngulo, das condi¢des para minimizar a soma das distancias perpendiculares aos lados do triangulo. Teve
uma possibilidade que ao considerar que o triangulo seja equilatero, a soma das distancias desde P aos lados do
triangulo ¢ constante. Esse resultado ¢ conhecido como teorema de Viviani, em homenagem a Vincenzo Viviani
(1622-1703) (Alsina & Nelsen, 2010).

Em outros termos, o teorema de Viviane pode ser enunciado da seguinte maneira: A soma das distancias
perpendiculares a um ponto dentro ou sobre um tridngulo equilatero ¢ igual a altura do tridngulo. Viviani no seu
tratado De maximis et minimis geometrica divination in quintum Conicorum Apollonii Pergaei (1659) (Figura 2), o
matematico elaborou demonstracao, a partir do referido teorema que leva a generalizagdo ao nivel mais alto,
para qualquer poligono regular ou equiangulo. Por tanto, para todo poligono convexo e regular, a soma das

distancias de um ponto dentro do poligono aos lados do poligono ¢é independente da posi¢ao do ponto.

Figura 2 — Folhas do Tratado

Fonte: play.google - ./ /play. . ol ‘ . =en US

Tendo aprofundado na origem histérica deste teorema e seus possiveis desdobramentos epistemolégico

da matematica, no seguinte apartado aprofundaremos os usos do GeoGebra em diferentes cenarios.

3 USOS DO GEOGEBRA
Como ferramenta de visualizagao, o GeoGebra pode ser usado no ensino para oferecer uma perspectiva
dinamica de conceitos e relagbes matematicas, a partir de multiplos registros de representagao (Isoda, 2002).

Desta forma, os sujeitos tém a possibilidade de “ver” e “explorar” representacGes dos objetos matematicos
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muitas vezes inacessiveis por médio de outros artefatos. No caso, com a ferramenta mover, podem arrastrar um
poligono por algum dos elementos constitutivos, de maneira a validar a referida constru¢do ou desvelar as
propriedades intrinsecas ao tipo de figura. Desde um ponto de vista do Calculo, os sujeitos podem modificar a
representacao geométrica de uma fungao real por meio de controles deslizantes associados a expressao algébrica
deste conceito, o qual faz o efeito de modificagées em tempo real, ambos sistemas de representagdo de maneira
simultanea.

Como ferramenta de construcio, este software possui diversas funcionalidades dinamicas (Castillo &
Prieto, 2018) algumas agrupadas em caixas e outras em formato de comandos (Castillo e @/, 2020) que
permitem, tanto construcdes de objetos matematicos segundo a janela do software que se esteja usando,
exemplo a janela algebra, de visualizagio 2D ou 3D, planilha eletronica, CAS ou Estatistica e Probabilidades.

Como ferramenta de descoberta, o GeoGebra pode favorecer a descoberta de padroes, regularidades ou
invariantes matematicos, por exemplo, invariantes geométricos (Laborde, 1997), nos objetos exibidos nas
diferentes janelas ou areas de trabalho, estas explorag¢oes tem a possibilidade de que os sujeitos sejam consciente
por meio de atividades com o software que o aproximem ao conhecimento matematico institucionalizado ao
longo da Histéria, Espaco e Tempo.

Entendemos que estes modos de usar o GeoGebra permite uma visio mais ampla de como pode ser
integrado este software de matematica dinamica em suas aulas de classes com diferentes propésitos, um desses
poderia ser a mediagao de atividades baseadas com informagdes histéricas, um exemplo desta se descreve no

seguinte topico.

4 O TEOREMA VIVIANI NO GEOGEBRA

Lembremos que o Teorema de Viviani diz que: A soma das distancias aos lados de um triangulo
equilatero de um ponto pertencente ao seu interior ou a seus lados é constante e igual a medida da altura do
triangulo (Viviani, 1659). Para explorar o referido teorema, precisa-se de varios objetos matematicos que
representar, entre estes, temos um AABC equilatero, um ponto P interior a este poligono, a altura i do mesmo, e
trés segmentos que convergem em P desde os lados do referido tridngulo equilatero.

Nossa abordagem dara inicio pela construcio de um AABC equilatero, para isto, vamos na barra de

ferramentas e escolhemos poligono regular , essa ferramenta garante que todos os lados do poligono sejam
do mesmo comprimento. Apods selecionar a ferramenta, se faz clique na janela de visualizagio do GeoGebra,
construindo dois vértices do segmento base para o GeoGebra construir os outros lados do nosso triangulo
equilatero. Apos determinar a posigao dos vértices o soffware abrira uma janela emergente para que coloque a

quantidade de vértices da figura que queremos construir, no nosso foi digitado 3, assim obteremos o triangulo

)

equilatero. Depois, Selecionaremos a na Caixa de Pontos, a ferramenta Ponto em objeto 12", e clique dentro

da drea do nosso triangulo ABC, temeremos o ponto P (Figura 3), por meio da ferramenta mover, podemos
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arrastar tanto os vértices ou também o ponto no interior do triangulo, e nessa exploracio observamos que o

movimento de P se limita a area do triangulo.

Figura 3 — Construcio do triangulo equilatero e o ponto P

C

A B
Fonte: Coelho, Teixeira, Castillo e Sanchez (2022)

Neste momento, encontraremos os pontos &, ¥ e Z, situados nos lados a, b e ¢ respectivamente. Para
N
isto, devemos utilizar a ferramenta Reta Perpendicular =7 clicando no ponto P nos lados a, b e ¢ do referido

triangulo. Depois com a ferramenta Intersecio de dois objetos ‘X, selecionamos as retas criadas com seu

respectivo lado de corte do triangulo, determinando assim a localizagdo dos pontos X, ¥ e Z (Figura 4).

Figura 4 — Construgio dos pontos X, ¥ e Z

C

A Zi RN

Fonte: Coelho, Teixeira, Castillo e Sinchez (2022)
Neste momento sera dedicado na construcio dos segmentos PX, P¥ ¢ PZ, no nosso cenario tendo os

/.

extremos deles, s6 precisamos mediante a ferramenta segmento , construir estes como se observa na figura

5. Destacamos que para uma melhor visualizacdo foi decidido atribuir propriedades de cores diferentes.
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Figura 5 — Construcio dos segmentos PX, PY ¢ PZ
C

A Z

Fonte: Coelho, Teixeira, Castillo e Sainchez (2022)

Finalmente, fazemos a constru¢ao do segmento h, que representara nossa altura do triangulo ABC,
mediante as ferramentas reta perpendicular e intersecio de dois objetos. Destacamos que na figura 0,
construimos outros elementos que ajudam a demonstrar este teorema tanto por comprovac¢ao de comprimentos

como de maneira geométrica e visual.

Figura 6 — Demonstracido do Teorema de Viviani no GeoGebra

C

A Z B

Fonte: Coelho, Teixeira, Castillo e Sinchez (2022)
Até este momento, temos usado o GeoGebra como ferramenta de construgio. Agora daremos

encaminhamento para usar o soffware como uma ferramenta de visualizagio e como ferramenta de descoberta na

demonstracio do teorema de Viviani. Para isto, precisamos plantear algumas questdes problematizada, por
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exemplo: Seria possivel P assumir uma localizacio dentro da regido triangular para que as medidas dos
segmentos PX, PY e PZ sejam iguais? Se possivel essa localizagio, seria um ponto notavel?

Nessa exploragao por parte dos alunos, os mesmos por meio de arrastar o ponto P, vio experimentar
diferentes posi¢oes desse ponto até chegar num aproximado como se observa na figura 7, com ajuda do
professor para orientar a atividade pode dirigir a atengdo que essa localizagdo coincide com o um dos pontos
notaveis de um triangulo, o incentro. Nesse sentido as questoes planteadas foram fechadas, porém, agora

surgem outras em abertos, por exemplo, como sio os comprimentos desses segmentos se P.

Figura 7 —Representacio do Teorema de Viviani no GeoGebra.

C

1.7

1.71

A Z B

Fonte: Coelho, Teixeira, Castillo e Sanchez (2022)

Assim, neste topico foi descrito uma maneira de abordar um fio de muitos outros possiveis a serem
considerados como pontos de inspiragao para um novo olhar aos conhecimentos gerados pela criatividade
humana, tendo como fundamentacio informagdes histéricas por médio de fontes primarias. Este olhar
diferenciado pelo médio no qual foi materializado, neste caso, um software de matematica dinamica, o
GeoGebra. Destacamos que esta abordagem se inspira um pouco do movimento Progf Without Words, ou Prova
Sem Palavras (Alsina & Nelsen, 2010), outros exemplos, para demonstrar este teorema que poderdo ser
dinamizados com GeoGebra ou outros softwares de Geometria dinamica, ¢ por Cevianas congruentes
(Nicollier, 2016) ou por Vetores (Samelson, 2003).

Outras experiéncias semelhantes a esta, descrevem que o uso do GeoGebra em conjunto a atividades
baseadas na Histéria da Matematica, tem as seguintes possibilidades: Visualizar conceitos matematicos
histéricos; Concretizar conceitos matematicos historicos; Compreender conceitualmente a historia da
matematica; Superar as dificuldades em aprender a histéria da matematica, desenvolvimento histérico dos

conceitos matematicos; como também desenvolver o pensamento matematico (Zengin, 2018)
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Para finalizar este topico, colocamos no cenario a seguinte chamada de aten¢ao que diz ao respeito da
“interacdo entre fontes originais e ferramentas digitais nao ¢é suficiente por si so; requer aten¢ao didatica tanto
dos professores quanto dos projetistas de tarefas” (Thomsen & Jankvist, 2019, p. 09). Com isto, entendemos,
que ndo ¢ usar a histéria da matematica e as tecnologias digitais de maneira aleatdria, ao contrario, esse uso dever

ser sempre com um proposito, com uma intencionalidade de ensino por parte do professor aos estudantes.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho, que se subscreve como uma producio de um campo de uma tendéncia que esta
emergindo para pesquisar, estudar e dialogar sobre as possibilidades do uso da Histéria da Matematica (HM) e
das Tecnologias Digitais (TD) para o Ensino. Neste sentido, conseguimos descrever as possibilidades de utilizar
o software GeoGebra para um novo ponto de vista da demonstracio do Teorema de Viviani, nosso intensao é
promover uma educac¢do ativa para estudantes do ensino médio a partir do uso de tratados de matematica
antigos.

Para isto, primeiramente foi aprofundando os aspectos biograficos de Vincenzo Viviani (1622 -1703), e
nesse percurso fomos compreendendo como foi atribuido esse teorema a este matematico. Além disso,
conseguimos compreender como Viviani, elevou o nivel de sofisticagao de tal afirmagao para todo poligono
regular. i assim, como nesse movimento vamos concretizando conceitos matematicos histéticos, por médio
dessa atividade de investigagdao historica em sala de aula e que é potencializada com o uso das tecnologias
digitais, como o GeoGebra.

Neste trabalho foram concretizadas algumas formas de usar o GeoGebra para mobilizar contetdos
matematicos, como ferramenta de construgdo, ferramenta de representagdo e comunicagio do conhecimento
matematico, como uma ferramenta de visualizacio e como ferramenta de descoberta na demonstracio do
teorema de Viviani. Tais formas, por um lado, consideramos que podem amplificar as capacidades cognitivas do
raciocinio na hora da exploracido, generalizacdo e experimentacido na demonstra¢ao de teoremas da geometria
euclidiana plana, como no nosso caso o Teorema de Viviani.

Consideramos isto, devido ao fato de que na elaboragao desta proposta as diferentes formas de usar o
GeoGebra possibilitou visualizar tanto casos particulares, como também abordar questdes sobre o a variagdo
dos comprimentos dos segmentos em funcao da localizagdo do ponto P na regido triangular. Neste caso por
meio desta tecnologia digital conseguimos ampliar ja as informagoes historicas sobre este teorema e gerar assim
novas questoes que podem ser exploradas na sala de aula da Educagido Basica, especificamente no Ensino
médio.

Para finalizar, acreditamos que esta proposta proporcionaria uma forma de motivar aos alunos a serem
ativos na continuidade da construgao deste capital intelectual que se chama a matematica, claro, sempre com a

ajuda e mediacao do professor na atividade de ensino e aprendizagem.
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